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基于四元小波变换自适应双变量模型的图像去噪

盖　杉
（东南大学 计算机科学与工程学院，江苏 南京２１００９６）

摘　要：提出一种新的基于四元小波变换自适应双变量模型的图像去噪算法．在四元小波变换域，以自适应双变量

模型作为先验模型，对图像相邻尺度分解系数的稀疏分布进行建模，充分挖掘分解系数之间的统计相关性，采用

Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ迭代方法估计尺度间边缘系数的方差，在贝叶斯最大后验概率估计理论框架下对图像进行去噪

处理．此算法取得了更优的去噪性能．
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１　引言

图像在传输与获取的过程中，不可避免地会受
到各种噪声的污染，进而影响图像的后续处理．因
此，图像去噪已成为提高图像质量的一种重要手段．
多尺度分解技术是一种重要的图像信号表示方

法，由于其具有多尺度和时频局部化的特点，因此已
被广泛地应用于图像去噪．这类方法的核心思想是
对变换系数进行统计建模，以便描述分解系数的统
计特性，然后利用这些先验信息，在贝叶斯估计理论
的框架下对未受噪声污染的原始图像信号的变换系

数进行估计．Ｄｏｎｏｈｏ［１］针对小波系数的特点，提出

一种阈值收缩的去噪方法．此后，Ｃｈａｎｇ［２］等人利用
广义高斯模型描述小波系数的统计特性．Ｐｏｒｔｉｌｌａ［３］

等人结合尺度内与尺度间分解系数特点，运用尺度
混合高斯模型进行图像去噪．Ｒａｂｂａｎｉ［４］等人通过引
入双变量模型刻画小波变换父子系数间统计相关

性，并取得较好的去噪效果．
随着小波变换在图像去噪领域的广泛应用，其

缺乏方向选择性的劣势日益突显，多尺度几何分析
方法（ＭＧＡ）的产生成功克服了这一缺陷．其中，Ｍ．
Ｎ．Ｄｏ［５］等人提出的Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换是最具代表性
的一种 ＭＧＡ分析工具．此后，Ｙａｎ［６］等人给出了一
种非下采样Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换，并将其应用于图像去
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噪．戴维［７］等人利用Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换对Ｄｏｎｏｈｏ阈
值进行改进，解决了其过扼杀分解系数的缺陷．
Ｒａｂｂａｎｉ［８］运用拉普拉斯概率密度函数对非下采样
Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换系数进行建模．贾建［９］等人采用逆
高斯模型描述分解系数的统计特性．
然而，无论是小波变换还是Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换等

多尺度几何分析工具，均缺少对图像相位信息的描
述能力．四元小波变换（ＱＷＴ）［１０，１１］是一种新的图
像几何结构解析工具．四元小波变换有效地继承了
实小波变换与复小波变换的图像分析与处理能力，
它是在四元代数与 Ｈｉｌｂｅｒｔ变换理论的基础上发展
而来的．四元小波变换可以看作是一种局部傅里叶
变换，其极坐标的表示形式是由一个幅值和三个四
元相位组成，其中一个相位表示图像结构纹理特征
信息，另外两个相位表示图像的局部位移信息［１２－１４］．
本文将Ｓｅｎｄｕｒ提出的自适应双变量模型与四

元小波变换相结合，提出一种基于四元小波变换和
自适应双变量模型的图像去噪算法（ＱＷＴ－ＡＢｉｓｈ－
ｒｉｎｋ），作用于标准测试图像进行加性高斯白噪声去
除．与当前一些典型的去噪算法相比，本文提出的算
法在视觉效果和客观衡量指标两方面均有明显的提

高和改善．

２　四元小波变换

假设φ表示四元小波尺度函数，ψ
Ｄ，ψ

Ｖ，ψ
Ｈ 分别

表示四元小波基函数，按着实数小波与复数小波多
分辨率分析构造框架的思路，分别对四元二维解析
信号的三个虚部进行希尔伯特变换，得到

φ（ｘ，ｙ）＝φｈ（ｘ）φｈ（ｙ）＋ｉφｇ（ｘ）φｈ（ｙ）＋
　　　　ｊφｈ（ｘ）φｇ（ｙ）＋ｋφｇ（ｘ）φｇ（ｙ）

ψ
Ｈ（ｘ，ｙ）＝ψｈ（ｘ）φｈ（ｙ）＋ｉψｇ（ｘ）φｈ（ｙ）＋
　　　　ｊψｈ（ｘ）φｇ（ｙ）＋ｋψｇ（ｘ）φｇ（ｙ）

ψ
Ｖ（ｘ，ｙ）＝ψｈ（ｙ）φｈ（ｘ）＋ｉψｈ（ｙ）φｇ（ｘ）＋
　　　　ｊψｇ（ｙ）φｈ（ｘ）＋ｋψｇ（ｙ）φｇ（ｘ）

ψ
Ｄ（ｘ，ｙ）＝ψｈ（ｘ）ψｈ（ｙ）＋ｉψｇ（ｘ）ψｈ（ｙ）＋
　　　　ｊψｈ（ｘ）ψｇ（ｙ）＋ｋψｇ（ｘ）ψｇ（ｙ

烅

烄

烆 ）

（１）

式中φｈ，φｇ 表示一维尺度函数，ψｈ，ψｇ 表示一维小波
基函数．由式（４）可知，ＱＷＴ是由四个实小波变换
构成，其中一个实小波变换构成ＱＷＴ实部，另外三
个实小波变换构成ＱＷＴ的三个虚部．经进一步研
究可知，从ｌ层到ｌ＋１层的ＱＷＴ分解是一个四元小
波近似分量到一个新的四元小波近似分量和三个四

元小波细节分量的转化．假设Ａｑｌ 对应ＱＷＴ在ｌ层
的近似分量，Ｄｑｌ，ｉ（ｉ＝１，２，３）对应ＱＷＴ在ｌ层的细

节分量，Ｈｑｌ，Ｇｑｌ分别表示ＱＷＴ低通和高通滤波器．

３　基于ＱＷＴ－ＡＢｉｓｈｒｉｎｋ的图像去噪算法

研究与实验表明，图像的变换系数之间并不是
孤立的，而是具有一定的统计相关性．同时，变换系
数在尺度间具有传递性，即某一尺度上的变换系数
较大（小），那么在其相邻尺度上的同一空间位置上
的变换系数也往往较大（小）．各子带系数的分布具
有高度非高斯性，并呈现尖峰值，重托尾现象．因此，
一些学者相继提出用于描述变换系数非高斯分布的

统计模型．其中，双变量模型能够较充分地挖掘出变
换系数在相邻尺度间具有的统计相关性．鉴于

ＱＷＴ分解系数特点与常见的变换系数（小波变换）
具有相似之处，因此，本文首次将自适应双变量统计
模型拓展到四元小波变换域，并应用于图像去噪．
３．１　自适应双变量模型
四元小波变换域的图像去噪问题可以描述为ｘ

＝ｑ＋ｎ，其中ｘ，ｑ，ｎ分别表示噪声图像、原始图像以
及高斯噪声的ＱＷＴ分解系数．令ｑ＝（ｑ１，ｑ２），ｘ＝
（ｘ１，ｘ２），ｎ＝ （ｎ１，ｎ２），其中ｑ１ 表示当前尺度的

ＱＷＴ系数，ｑ２表示ｑ１的父系数，即上一级粗尺度中
与ｑ１ 空间位置对应的 ＱＷＴ系数．同理可得，（ｘ１，

ｘ２）与（ｎ１，ｎ２）的含义与（ｑ１，ｑ２）相同，均表示相邻尺
度对应的父子ＱＷＴ分解系数．本文采用Ｓｅｎｄｕｒ［４］

等人提出的自适应双变量模型来描述父子系数间具

有的统计相关性，即：

ｐｑ（ｑ）＝ ３
２πδ１δ２

·ｅｘｐ －槡３ ｑ１
δ（ ）１

２

＋ ｑ２
δ（ ）２槡（ ）２
（２）

式中，δ１与δ２分别表示父子边缘方差，ｐｑ（ｑ）表示联
合概率密度．图１（ａ）中给出了ｑ１，ｑ２ 父子系数的联
合概率密度函数曲线，从图中可知，该统计模型能够
准确地描述各子带父子ＱＷＴ系数的分布．
根据贝叶斯估计理论，可以通过噪声信号

ＱＷＴ系数ｘ得到未受噪声污染信号ＱＷＴ系数ｑ的

估计值ｑ
→
（ｘ）．

ｑ
－

１ ＝ δ２１·ｒ
δ２１·ｒ＋槡３δ２ｎ

·ｙ１ （３）

式中，

ｒ＝ ｑ
－

１

δ（ ）１
２

＋ ｑ
－

２

δ（ ）２槡
２

（４）

自适应双变量模型如图１（ｂ）所示，从图中可
知，该模型存在一个死区区域，在该区域内的ＱＷＴ

２８
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系数估计值均为０，即：

ＤＺ＝ ｘ１，ｘ（ ）２ ： ｘ１，δ（ ）１ ２＋ ｘ２，δ（ ）２槡 ２ ≤槡３δ２｛ ｝ｎ
（５）

式中，δｎ 表示噪声方差，其估计方法采用Ｄｏｎｏｈｏ的
鲁棒中值估计法，从ＱＷＴ分解的最细尺度得到：δｎ
＝Ｍｅｄｉａｎ（ｑｉ ）／０．６７４　５，ｑｉ∈ＨＨ１．
３．２　ＱＷＴ－ＡＢｉｓｈｒｉｎｋ去噪算法实现
本文提出的ＱＷＴ－ＡＢｉｓｈｒｉｎｋ图像去噪算法的

实现步骤如下：
（１）对含噪图像进行四元小波变换（ＱＷＴ）；
（２）根据Ｄｏｎｏｈｏ中值估计法计算噪声方差δｎ；
（３）采用Ｎｅｗｔｏｎ－Ｒａｐｈｓｏｎ迭代方法计算父子

系数的边缘方差δ１，δ２，即δ２１ ＝ｍａｘ（δ２ｘ１ －δ
２
ｎ，０），δ２２

＝ｍａｘ（δ２ｘ２－δ
２
ｎ，０），其中δ２ｘ１ ＝１／Ｎ ∑

ｘ１ｉ∈Ω（ｋ）
ｘ２１ｉ，δ２ｘ２ ＝

１／Ｎ ∑
ｘ２ｉ∈Ω（ｋ）

ｘ２２ｉ，Ω（ｋ）表示以当前ＱＷＴ系数ｘ１，ｘ２为

中心大小为Ｎ 的邻域内含有的系数个数．
（４）将δｎ，δ１，δ２代入式（３）求得原始ＱＷＴ系数

的估计值；
（５）将ＱＷＴ系数估计值进行四元小波逆变换

（ＩＱＷＴ），得到降噪图像．

４　实验结果和分析

为了验证本文提出算法对高斯白噪声的抑制能

力，本文选取大小为５１２×５１２的标准测试图像Ｌｅ－
ｎａ，Ｐｅｐｐｅｒｓ，Ｂａｒｂａｒａ和Ｂｏａｔ分别进行实验．本文
选取Ｑ－ｓｈｉｆｔ滤波器进行ＱＷＴ分解，分解级数设定
为３，从粗尺度到细尺度将分别产生１６，２８，４０个子
图像．通过实验测定可知，用于估计边缘方差的邻域
窗口大小为１３×１３．

图１　自适应双变量模型的父子系数联合分布

　　本文对标准测试图像分别加入噪声方差１０，

２０，３０，４０，５０，６０．为了验证本文算法的有效性，选用
目前比较优秀的五种图像去噪算法与之进行比较．
基于小波变换域的尺 度混合模型 去 噪 （ＢＬＳ－
ＧＳＭ）［３］，基于复数小波变换的双变量模型去噪
（ＣＷＴ－Ｂｉｓｈｒｉｎｋ）［４］，基于非下采样Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ变换
域的双变量模型去噪（ＮＳＣＴ－Ｂｉｓｈｒｉｎｋ）［６］，基于稀
疏理论的去噪算法（ＫＳＶＤ）［１５］，具有块状结构的迭
代收缩去噪算法（ＢＭ３Ｄ）［１６］．

图２　Ｂａｒｂａｒａ图像的去噪结果（δｎ＝２０）

３８
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　　本文将峰值信噪比（ＰＳＮＲ）作为评价去噪算法
有效性的客观指标．将本文算法与上述５种典型算
法去噪后的ＰＳＮＲ值一并列入表１中．从表１中的
实验结果可以看出，相比于３种基于频域的经典去
噪算法，本文算法的ＰＳＮＲ值比ＢＬＳ－ＧＳＭ，ＣＷＴ－
Ｂｉｓｈｒｉｎｋ和ＮＳＣＴ－Ｂｉｓｈｒｉｎｋ平均高出０．６～０．９ｄＢ
左右；与 ＫＳＶＤ相比，本文算法的ＰＳＮＲ值平均提

高０．２～０．４ｄＢ左右．对于ＢＭ３Ｄ算法，在噪声方
差δｎ≤２０时，本文算法的ＰＳＮＲ值率高于或接近于

ＢＭ３Ｄ，随着δｎ 值的不断增大，ＢＭ３Ｄ的ＰＳＮＲ值
要比本文算法平均高出０．３～０．７ｄＢ左右．由此可
得，除去 ＢＭ３Ｄ 算法，本文算法较其他算法的

ＰＳＮＲ值均有较大程度的提高．

表１　去噪算法在不同噪声方差下的ＰＳＮＲ（ｄＢ）比较

测试

图像

噪声

标准差

含噪

图像
ＢＬＳ－
ＧＳＭ

ＣＷＴ－
Ｂｉｓｈｒｉｎｋ

ＮＳＣＴ－
Ｂｉｓｈｒｉｎｋ

ＫＳＶＤ　 ＢＭ３Ｄ
ＱＷＴ－
ＡＢｉｓｈｒｉｎｋ

Ｌｅｎａ　 １０　 ２８．１３　 ３５．２２　 ３５．３６　 ３５．４３　 ３５．７４　 ３５．９０　 ３５．９４

２０　 ２２．１１　 ３２．０８　 ３２．１３　 ３２．２３　 ３２．５１　 ３２．９７　 ３２．９８

３０　 １８．５８　 ３０．１３　 ３０．４０　 ３０．４５　 ３０．６８　 ３１．２５　 ３０．９６

４０　 １６．０９　 ２９．０３　 ２９．１２　 ２９．３２　 ２９．３８　 ２９．７８　 ２９．２７

５０　 １４．１５　 ２７．９８　 ２８．０５　 ２８．１５　 ２８．３１　 ２８．８９　 ２８．５０

６０　 １２．５７　 ２７．１２　 ２７．３２　 ２７．５６　 ２７．７４　 ２８．１６　 ２７．９５

Ｂｏａｔ　 １０　 ２８．１３　 ３３．２３　 ３３．３５　 ３３．４８　 ３３．８５　 ３３．９２　 ３３．９８

２０　 ２２．１１　 ２９．０３　 ２９．１３　 ２９．６３　 ２９．８６　 ３０．８２　 ３０．９５

３０　 １８．５８　 ２７．０４　 ２７．２８　 ２７．７８　 ２７．９２　 ２９．０１　 ２８．５９

４０　 １６．０８　 ２５．９４　 ２６．０６　 ２６．４８　 ２６．９４　 ２７．６１　 ２７．０６

５０　 １４．１３　 ２５．０４　 ２５．１８　 ２５．３６　 ２５．８７　 ２６．７２　 ２６．３１

６０　 １２．５４　 ２４．４４　 ２４．４８　 ２４．５２　 ２４．６５　 ２５．９１　 ２５．２８

Ｐｅｐｐｅｒ　 １０　 ２８．１２　 ３２．１９　 ３２．７８　 ３２．８３　 ３２．９８　 ３３．５０　 ３３．６３

２０　 ２２．１０　 ２９．０１　 ２９．６８　 ２９．９２　 ３０．１７　 ３１．３５　 ３１．６７

３０　 １８．６０　 ２８．３８　 ２８．４７　 ２８．６９　 ２８．７９　 ３０．１６　 ２９．４３

４０　 １６．１０　 ２７．５２　 ２７．６４　 ２７．９８　 ２８．２８　 ２９．１６　 ２８．４２

５０　 １４．１５　 ２６．６７　 ２６．８１　 ２６．９４　 ２７．１２　 ２８．４２　 ２７．６４

６０　 １２．５７　 ２５．９４　 ２６．１４　 ２６．２８　 ２６．３２　 ２７．７５　 ２６．９２

Ｂａｒｂａｒａ　 １０　 ２８．１３　 ３４．０４　 ３４．１５　 ３４．２８　 ３４．０３　 ３４．９５　 ３４．９８

２０　 ２２．１３　 ３１．１６　 ３１．２４　 ３１．３５　 ３１．１３　 ３１．７１　 ３１．８０

３０　 １８．５７　 ２７．８６　 ２７．０７　 ２７．３７　 ２７．９６　 ２９．７０　 ２８．５３

４０　 １６．０６　 ２６．２１　 ２６．３７　 ２６．６８　 ２７．１６　 ２７．８８　 ２７．３６

５０　 １４．１４　 ２４．５３　 ２４．８７　 ２４．９８　 ２６．６５　 ２７．２６　 ２６．９５

６０　 １２．５６　 ２４．９６　 ２５．０６　 ２５．１８　 ２５．８３　 ２６．４７　 ２５．９１

　　图２中给出了噪声标准差δｎ＝２０时，Ｂａｒｂａｒａ
图像的去噪结果．其中图２（ｃ）所示去噪算法中出现
了不连续的区域，尤其是Ｂａｒｂａｒａ图像中桌布和裤
上纹理较多的区域．图２（ｄ）与图２（ｅ）所示的去噪算
法中均存在过渡平滑现象．图４（ｆ）所示的去噪算法
平滑效果略显不足，对比度不强，存在细节信息的丢

失．本文算法与图２（ｈ）所示的算法能够在去除噪声
的同时，较好地保留图像细节信息，去噪后图像的纹
理线条清晰．从表１中得知ＢＭ３Ｄ算法能够取得优
秀的ＰＳＮＲ值，但该算法是基于块结构的处理模
式，随着噪声方差取值的不断增加，其重构图像块效
应就越明显．

　　从实验结果可知，本文算法无论在客观评价指
标还是视觉效果上均优于目前３种经典的基于领域
的去噪算法．

５　结束语

本文提出一种基于变换域的自适应双变量模型

４８



　第３期 盖杉：基于四元小波变换自适应双变量模型的图像去噪

图像去噪算法．算法利用四元小波变换丰富的相位
信息和平移不变性的优点，挖掘出相邻尺度分解系
数间具有的统计相关性．实验结果表明，本文算法在
视觉效果和客观评价指标（ＰＳＮＲ）度量上均优于当
前一些经典的图像去噪算法．
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